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We beschouwen eerst (aan de hand van een voorbeeld) een spe-
claal geval van het te behandelen probleem.

Laten a, €en g onderling onafhankelljke binomiaal verdeelde sto-
chastische grootheden voorstellen met

(1) ?[thalz(ﬂ;i) e?("’ei)’nrq (=0, .. ,m;; & =v2).

Laat verder bekend zijn dat de kansen 6 en 8, voldoen aan de on-
gelljkheid

(2) 6 <8,.

Gevraagd wordt op grond van deze gegevens de aannemelijkste schat-
tingen ¢ en t, van § en B, te bepalen.

Dit probleem komt neer op het maximaliseren van de aannemelijk-
heldsfunctie

2
(3) L('\:“'(,‘)d-g _Z‘.{O.“‘E'n"ﬁ,; -\-(fn.{sai)/&n(l*'t&)} .
2
1 T
in het gebied !}%NJLV
t;'_[)l!
T | Y
(4) I)ﬁf{ , dus e
Og'c‘-‘ N (J.u'-'-\,f&) a " -

Dit probleem kan op de volgende manieren gegeneraliseerd wordens
1. door meer dan twee parameters te beschouwen, dus b,v.%k (%>2)
parameters, dle voldoen aan de ongelijkheden
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1) Stochastische grootheden worden onderscheiden van getallen
(b.v. van de waarde die zij blj een experiment aannemen)
door hun symbolen te onderstrepen.
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(5) B<...58,,
2. door niet alleen (zoals in (5)) een volledige, maar ook
een onvolledlge ordering van§ . _.,B& te beschouwen. Dus b.v. 3
parameters, die voldoen aan de ongelijkheden
8=s6,,

3. door bovendlen ongelljkheden van de vorm CigeLécﬁ
te beschouwen,
4, door parameters van andere verdelingen te beschouwen, b.v,
a, het gemiddelde van een normale verdeling,
b. de variantie van een normale verdeling,
c. de parameter van een exponenti&le verdeling,
d. de parameter van een Poisson-verdeling,
e. de lengte van het interval van een homogene verdeling,
Dit algemene probleem kan als volgt geformuleerd worden. Laten

X5 o - ’éﬁonderling onafhankelijk stochastlsche grootheden voor-
stellen en laten X, (¥=1,....,m,) onderling onafhankelijke waarnemin-
gen van x, zijn (i=,...,4&). Laat verder,voor ledereis=,...,%kde verdes

ling van x, één onbekende parameter B, bevatten en laten de para-
meters B,. .. ,6, voldoen aan

1. een aantal niet strijdige ongelljkheden van de vorm.&'ge?,
2, een aantal, met (7;1) niet strijdige, ongelljkheden van
de vorm ¢, 5 B, 5,

n

(7)

Gevraagd wordt op grond van deze gegevens de aannemell jkste schat-
tingent,, . . ., t, van B,, . - ., 8, te bepalen.
De ongelljkheden (7;1) kan men schrijven in de vorm

(8) mid,(et‘.eé) <o (g =t s R,

waarbi]

T o("l.,-} = "061;”*-‘ ’

(9) 2"‘%@ =0, +1 of -1 voor leder paar (i,4),

3. e«,, =1dan en slechts dan als §, en 8, voldoen aan de
ongeli jkheild Q,éei.
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Het interval {c,.d,] geven we 2an met Y, en L () stelt de aan-
nemelljkheidsfunctie voor de i° steekproef voor (i=i,...,&). Het
probleem komt dan neer op het maximaliseren van de functie

£
(10) L.:\.(r”...,t%)if E;Lﬁltﬂ

in het gebled

(11) D

o, NS
e &,ﬁ,('ﬁ; *'EQ 20,
def { (4g =1, .., K.

":,;_€'di
We zullen nu voorwaarden geven waaronder dlt maximum bestaat

en uniek 1s; verder beschrijven we een methode met behulp waarvan
dit maximum gevonden kan worden.

Laat, voor een deelverzameling ™M wvan de getallen{aw..,%§,
12 d
(12) Y, =N o
Le™M

en, voor ﬁM # o,

(13) Loz Z Ly

dan onderstellen we dat de volgende voorwaarde vervuld is
Voorwaarde A : De functiel~M(g) is, voor ledere M met 4 +o,

streng unimodaal ind, , d.w.z.
1.L,(e)bezit een uniek maximum in Yy 2 dat bereikt wordt in,
stel, het puntrmﬂ)

2nLMcg.£g a. monotoon stijgend voor g <ua,,
{'b. monotoon dalendvoor 53’”ﬁ°\

Als voorwaarde R vervuld ig dan geldt

Stelling 1 : De functiel(z,... %, )bezit een uniek maximum in het
gebied D.

Het punt waar dit maximum berelkt wordt geven we aan mett,... , %,.

Voor de ongelijkheden TL§1@.(d.W,Z.m%*=t) kan men de volgende

twee gevallen onderscheiden:

1. er 1s een -h waarvoor belde ongeliljkheden T, =<,
gelden. De ongelljkheid T, 8Ty volgt dan ult deze twee ongelijk-
heden,

en 't‘?\ é,'C_a-‘
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2. er 1is geen & waarvoor beide ongell jkheden T, s, enty =T,
gelden,

De ongelljkhedén < =7, waarvoor 4 geldt noemen we de nlet-essen-

%
ti€le ongeliljkheden; de andere noemen we de essenti&le ongelijk-
heden. Blj een volledige ordening (T,&¢ . . . =7, ) b.v. zijn de on-

gelljkheden T, = ¥, voor ¢>i+1 de nlet-essenti&le ongelijkheden

en ¢, =T, zijn de essentléle,
De essentifle ongelijkheden geven we aan metR,..., k, en de b1j7R,
behorende 1ndices i en 4 geven we aan met i, en4,.

Dan geldt-
Stelling 2 : Als D het gebied is dat verkregen wordt uit D
Goor één essentifle ongeliljkheid, stel"R_A , weg te laten en als

(€, . .. .ty het punt voorstelt wasr L zijn maximum bereikt in D
den 1s

Toty=t, (i=t...,%) als (%,...,ty) eD
(14) { A ( ( &,) )

2.t =t  als (T,...,%) ¢D.

Deze stelling brengt het probleem terug tot de volgende twee pro-
blemen:
. het maximaliseren van L 1in een gebied met s-+ essenti€le
ongell jkheden,
2. het maximaliseren van L 1in de doorsnede van © met de

diagonasal Tﬁ ==Té , dus het maximaliseren van de functie
Y

(15) ‘&gé Loty + Ly,
S TNE TN

”*ﬁ(xag

in een gebied met hoogstens s-1 essenti&le ongeliljkheden. Om het
eerste probleem op te lossen kan men weer stelling 2 toepassen door
een eggentitle ongelijkheid van © weg te laten. Voor het tweede
probleem past men stelling 2 toe door een essenti&le ongelljkheld
van de doorsnede van D met de diagonaal Tix = tﬁx weg te laten.
Door herhaald toepassen van stelling 2 komt men dus tot het pro-
bleem vann het maximaliseren van de functie

N
(16) Z L, (8)

V=

in een gebled zonder essentiBle ongelil jkheden, dus in het gebied



(17) “t 7
| G, =:3Z.ﬁ”f
waarbij ™,,. .. M deelverzamelingen van{h.‘.,&k zijn met
N
/]“v=| \3:{""'-‘%’}’
(18) 2. M, AM, =0 voor ieder paar (¥ ,p ) mebvsp,
3, Y=o voor ilederew.

De functie (16) bereikt zijn maximum in het gebled &, in het punt
(vﬁ,. LY ) (zie voorwaarde R ).

Voor de cobrdinaten van het punt waar L 2zljn maximum in D
bereilkt (dus voort, ...,%, ) kan ook een expliclete uitdrukking ge-
geven worden, Laat

def | .
S, _ﬁ—t_FA.u ‘&rm‘t?\ oc‘}).‘ ::\},

(19) .
Tiixufw%@‘%%=q

A

en laat, voor een deelverzameling M van {y, ..., %},
s, = U g,
M LeM
=
T, = UT
™ ieM v
dan 1is
(21) t, = max min? ieT, A8\,
: ™M M { TM“SM-‘ " M&
Bilj een volledige ordening b.v. bestaat S uit de geballent,....4
en T, ult de getallen ik . Dus als
def .
o, = YK Ay,
(22) { Lem
det . ,
v, = mru, A,
1eM
dan bestaat S, ult de getallen 1, .. ., % en Ty uilt de getallen
“ 4 . In dit geval is dus

ottt
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23 t, = max mi -
(23) ~ uX ‘c]‘-n{u{'«-,,n..,m.\‘ o 245l
Verder gelden nog de volgende stellingen

Stelling 3 ¢ Als ( 4,4 ) een paar is met

1. o, o=V, N2, ,
(24) { g ¥
2. Cg = % voor iedere h met h i, b4

dan bereikt L zijn maximum in D voor = =<

. i
Bi1j een volledige ordening geldt (24;2) voor ieder paar (4.4 ) met

4 =i+ 1; dus in dit geval geldt

(25) t, = t,,, Voor ledere L metw;zay,.

Stelling 4 : Als (i,4 ) cen paar is met

.a, )
2. o, g éc&b% voor iedere h met b #i enhaq

(26)

{1. OLL‘?"’—‘:O' ’L?‘.E’\]

dan bereikt | zljn maximum in D voor tgﬁ Tis

Door toepassing van stelling 3 brengt men het probleem terug

tot het maximaliseren van een som van % -1 termen met hoogstens
4 -1 essentifle ongelljkheden. Op grond van stelling 4 kan men de
ongellijkheld T, 2T toevoegen, waardoor het probleem overgaat in
het maximaliseren van L in een kleiner gebied.
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